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CORRIGE DU DS N°6

Correction 1.

1. (a) Soit P € Ry[X], on note P = aX? + bX + c.
PeF<sax1?+bx1+c=2(a(-1)2-b+c)<=a—-3b+c=0<c=3b—a
Donc F = {aX?+bX +3b—a, (a,b) € R?}
={a(X?—=1)+b(X +3), (a,b) € R?}
= Vect (X? — 1, X + 3)
Donc F est un sous-espace vectoriel de Ry[X], donc ’ I est un espace vectoriel |.

On note ‘Pl =X?—-letPb,=X+3 ‘, ces deux polynomes forment une famille génératrice
de F'.
Ils sont de degrés échelonnés donc ils forment aussi une famille libre.

Donc | (P, Py) est une base de F'|.

(b) P(1)=3x12+2x1+3=8et P(—1) =3 x (~1)24+2(-1)+3=3—2+3=4.

Donc 2P(—1) = P(1), donc | P est dans F|.

On note (a, ) les coordonnées de P dans la base (P, P).

Alors P = aPy + 8P, soit 3X?+2X +3=a(X?—1)+ 3(X +3)
=aX?+ 38X —a+ 33

Donc en identifiant les coefficients de X2 et de X, on trouve a = 3 et § = 2.

Les coordonnées de P dans la base (P, P) sont (3,2).

2. e La suite nulle est constante égale a 0 donc sa limite est 0 donc elle est dans G.
e Soient u et v deux suites de G, et soit A un réel.
On note w = u + v, alors Vn € N, w,, = u,, + \v,,.

u est dans G donc lim wu, = 0 et v est dans G donc lim v, = 0 donc lim Av, = 0.
n—+o0 n—+o00 n—+00

Donc par somme, lim w, =0 donc w € G.
n——+00

Donc |G est un sous-espace vectoriel de RY |,

= {y(2,1,0) + 2(0,0,1), (y, z) € R?}
= Vect ((2,1,0),(0,0,1))
Donc | H est un sous-espace vectoriel de R? |,
Et la famille ((2,1,0), (0,0, 1)) est génératrice de H, et ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires
donc la famille est libre, donc c’est une base de H.
Donc | H est de dimension 2].

3. 1—2y=0<«=z =2y donc H={(2y,y,2), (y,2) € R*}
1

4. (a) Soient Aj, Ay et A3 des réels, on suppose que A\;A; + A3 Ay + A3A3 = 039.

A A2+ A

MAL+ MAy + N3A3 = <>\2 _1 As 2/\1 ’
A1 = 0
A+Xd3 = 0
Donc M— Ay = 0
)\1 - 0

Donc A\; = 0 et avec Ly + L3 on trouve Ay = 0 et donc avec Lo, A3 = 0.
Donc ‘la famille F est libre ‘

Or dim(E) =4 et F n’a que 3 éléments, donc | F n’est pas génératrice de E'|.

(b) e Montrons que F est libre : soient A;, Ay et A3 des réels, on suppose que Aju+ v+ Azw = z
ou z est la suite nulle.
Alors Vn € N, \in + Ag(2" —4) + A3 x 222 =
En particulier pour n =0: Ay X 0+ Ay X (=3) + A3 x 0 = 0 donc Ay = 0.

Pourn=2: 2\ 4+0+4+ A3 x 0 =0 donc \; =0.
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Etdoncpourn—l 0+0+ A3 x (—2) =0 donc A3 = 0.

Donc [F est libre].

e Montrons que I'on ne peut pas trouver de réels Ai, Ay et A3 tels que p = A\ju + v + Azw.
Ao + Aoty + Azwg = —3XAg et pg = 0 donc il faudrait Ay = 0.
Aug 4 0vg + A3we = 21 et po = 0 donc il faudrait A; = 0.
Alors pour n = 1, Azw; = —%)\3 et py = —1 donc il faudrait A3 = 2, mais pour n = 3, cela
donnerait 2 x % = 3 ce qui n’est pas vrai.

Donc p ¢ Vect (u, v, w) donc ‘]—" n’est pas génératrice de E'|.

Correction 2.

1. Pour n > 2, f,, est un polynoéme, donc continu et dérivable sur R.
* f, est continue sur [0, 1]
*x Ve eR, fl(z) =nz" ' —n=n(z"""1-1).
pour z € [0,1[, "' < 1 donc f/(x) < 0.
Donc f,, est strictement décroissante sur [0, 1].
* fu(0)=0+1—-0=1let f(1)=14+1—-n=2—n
Donc f, réalise une bijection de [0, 1] dans [2 — n, 1].

Orn > 2donc 2—n < 0donc 0 € [2—n, 1] donc I’équation | f,(z) = 0 a une unique solution dans [0, 1] |.

2. uy est la solution dans [0,1] de z* — 2z + 1 = 0.

2? — 22+ 1= (x — 1)? donc la seule solution est 1 donc .

3. Ve € [0,1], for1(z) — fulz) =2 —(n+1Dax+1— (2" —nz+1)
=z “—nx—x+1—:1:”+nx—1
=a"(r—1) —

Or0<z<1ldoncz—1<0etdonca™(z—1)<0et —z<0donc|frii(z)— fulz) <O0|
En particulier Vn > 2, fo11(un) — fu(u,) < 0 et comme f,(u,) = 0, on a fri1(u,) < 0, soit

fn-i—l(un) < fn+1(un+1)'
Or f,11 est décroissante sur [0, 1] et u,, et u, 1 sont dans cet intervalle, donc wu, 1 < u,.

Donc | (uy,) est décroissante|.
4. fu(2)=(2)" +1-2=(2)" -1
> 2 donc % < 1 donc (%)n < 1 donc fn(%) < 0.
Donc fn(%) < fuluy).

Or f, est décroissante sur [0, 1] et ces deux nombres sont dans [0, 1] donc |u,, <

S

2
lim — = 0 et par définition, Vn > 2, u,, > 0, donc par le théoreme d’encadrement,| lim wu, =0]|.

n—-+oo n, n—-+o0o
5. (un)n — enln(un)

Or lim w, =0et hm ln( ) = —oo donc lim In(u,) = —oc.

n—+00 n—-+00
Donc par produit, hm nln(u,) = —oo.

n—-+00

Or lim e =0donc| lim (u,)" =0/

r—r—00 n——+00

Par définition, f,(u,) =0 donc (u,)" + 1 — nu, = 0, donc nu,, = (u,)" + 1.

Donc lim nu, =1 donc |u, ~
n—-+o0o

S|

Correction 3.

1. (a) Les racines cinquitmes de I'unité sont e*5" pour k € [0, 4].

Donc | P = ﬁ (X—e%)
k=0
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2ix0m

(b) Pour k =0,e” 5 =1 .
Les racines obtenues pour £ = 1 et £ = 4, sont conjuguées : es =e 5.

_ 4dim

Idempourk‘zZetk:B:Q&Tﬂ:e 5. _ )
Alors P = (X —1) X—emTw) (X—e*ZlTﬁ) (X—e%) (X—eJ”T”)

=(X-1) XZ—(B%‘F@_%)X—’—@T@_ : ) (XZ—(G%%—@_%)XﬁLe%e—%)
= (X—1)<X2—2COS(25”>X+1>(X2—2cos<457r)X—|—1>

ce qui est la factorisation de P en produit de polynémes irréductibles dans R[X].

2. X0 1=(X-1D)X*"+ X3+ X?+ X +1)donc |Q =X+ X3+ X2+ X +1|
3. Ainsi, P= (X - 1)Q
Et d’apres 1.(b), P = (X — 1)(X? — 2cos(¥)X + 1)(X? — 2cos(¥)X + 1).
Donc |Q = (X? —2cos(F)X 4+ 1)(X? — 2cos(F)X +1) |

4. Ainsi, Q = (X? —2aX +1)(X?-28X +1)
=X* -2+ 8)X*+ (2+4a8)X?* —2(a+ f)X +1
—2(a+p)=1

Les coefficients d’un polynéme sont uniques, donc on peut identifier, et ’on obtient { 9+ daf =1

donc (a4 = —3|et|af = —7|

5, X2+1X -1 =X?—(a+8)X +af.
Or (X —a)(X — ) =X?— (a+ B)X + aff donc a et 3 sont les racines de X2 + 1X — 1.

_1_5
A =2 donc z = —25-2 :—%—%etxgz—i—l—%.
Or Z € [0; 5] donc o > 0 donc a:—i+%.

Correction 4.
Partie A.

1. g est dérivable sur [0, +oo[ (produit de fonctions usuelles dérivables),
et Vo 2 0,¢'(x) = —e" + (—x 4+ 2)e” = (—z + 1)e”.

r |0 1 100 g(0)=2e"—2=2-2=0
—r+1 + 0 —
e + + g(l)=1le' —2=€—-2
/ JE—
g(@) s 0 lim —x+2=—-—ccet lim e’ =+
e—2 T—+00 T—+00
(2) donc par produit (et soustraction de 2),
g\x ; - _
/ \ z1—1>r—iI-1<>og(x> - —0
0 —00

2. % sur ]0,1[, g(z) est strictement positif donc I’équation g(z) = 0 n’a pas de solution sur |0, 1] ;
* sur [1,400[: * g est continue (produit et somme de fonctions usuelles continues)
* ¢ est strictement décroissante
xg(l)=e—2et JCl_lgf(}@g(av) = —00
Donc d’aprés le théoreme de la bijection, g est une bijection de [1,4o00[ sur
| — 00, e —2].
Ore—2 > 0donc 0 €]—o00,e—2] donc 0 a un unique antécédent par g sur [1,4o00.

Donc |I’équation g(z) = 0 a une unique solution non nulle |
De plus, g(1) >0, g(2) = —2 < 0 et g(a) =0, donc g(1) > g(a) > g(2).
Or 1,2 et a sont dans [1, +o00], intervalle sur lequel g est strictement décroissante donc .
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3. D’apres le tableau des variations de g, on déduit :

g(x) |0 + 0 —

Partie B.

1. % Sur |0, +oo[, f est le quotient de deux fonctions usuelles continues, et ¢* — 1 ne s’annule pas
sur ]0, 00|, donc f est continue sur |0, 4o00].
2

* En0:e*—1 ~ x donc par quotient, z
z—0

T~ T~
e =1 450 T z0

Donc glgli% flz) = glclgl%x =0, ce qui est égal a f(0).

Donc f est continue en 0.

* Donc | f est continue sur [0, 400 |.

Pour x > 0, f(w) = £(0) __* ~ T 1 donc limwzl.
z—0 et — 1 z—0 g =0 x—0 x—0

Donc | f est dérivable en 0 (et f/(0) =1)|.

2. " —1 ~ ¢*(car lim €® =+o00). Donc f(x) ~ g
2t oo 255 +00 T—+00

Donc, par le théoreme des croissances comparées, ligl f(z) =0}
Tr—r+00

3. (a) Pour x > 0, f est dérivable car quotient de deux fonctions dérivables dont le dénominateur

T _ 2. T _ x
ne s’annule pas, et f'(x) = 2$<€(€x i)l);c - x(Ze(ez _21)2366 ) = E f 1)2g($).
Or sur |0, 400/, (6’33:—1)2 > 0 donc | f'(x) a le méme signe que g(z) |
(b) z |0 o) +00
f'(z) + 0 -
(@)
f(@) / \
0 0

Partie C.

1. (a) Pour n € N, on définit la proposition P(n) par 0 < u,1 < u, < 1.

Initialisation : ug =1 et u; = f(ug) = f(1) = é

ﬁ<1care—1>1et$>0care—1>0d0nc77(0) est vraie.
Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.

On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire 0 < upyq < ug < 1.

On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

f est croissante sur [0, et @ > 1 donc f est croissante sur [0, 1].
Done f(0) < f(ugnr) < flur) < (L)

Or f(0) =0, f(ugt+1) = urt2, flur) = upr et f(1) < 1.

Donc 0 < upyo < ugpyy < 1. CQFD

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que ’Vn eNO0O< U <u, <1 ‘

(b) D’apres la question précédente, (u,,) est décroissante et minorée par 0 donc | (u,,) est convergente |.

2. (a) Pourx>0,f(x):a::)eff—il:xﬁﬁ:x(em—l)<:>:1::em—1(car:r:;éO)
Donc|f(z) =z <=e"—x—-1=0|

(b) h est dérivable sur |0, +00[ (somme de fonctions usuelles dérivables) et Vo > 0, h/(z) = e* —1.

Pour z > 0, e* — 1 > 0 donc | h est strictement croissante sur |0, col|.

(c) liH[l) h(z) =€’ —0—1=0 et h est strictement croissante, donc Vo > 0, h(x) > 0.
z—
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Donc h ne s’annule pas sur |0, +00|, donc |I’équation f(x) = z n’a pas de solution sur |0, 4+o00]|.

3. On note ¢ la limite de (u,).
* (Upy1) est extraite de (u,) donc EIE Upt1 =1L

* f est continue sur [0, +o0o[ donc 1_131 fuy) = f(0).

* ¥n € Nyu,11 = f(uy,) et la limite est unique, donc ¢ = f().
Or la seule solution de I'équation f(z) = x est 0, donc ¢ = 0.

Donc | (u,,) converge vers 0|.

Correction 5.
1. X(Q2) =[1,6] et pour tout k € [1,6], P(X =k) = ¢

B(X)=1xX§+2X g+3x g+4xg+5x§+6x 5= A0 = 1|

2. (a) Pour k € {1,2,3,4,5}, si (X = k) est réalisé, alors on ne lance la piece qu'une fois, donc
P(x—i(Y = 0) est la probabilité de ne pas faire Pile en un seul lancer de piece, donc

Px=p(Y =0) =

(b) Si (X = 6) est réalisé, alors on lance la piece deux fois. Pour 2 lancers de piece, on a
Q = {P,F}? donc card()) = 4, et une seule issue est favorable & «faire 0 fois Pile» :

(F, F). Donc par équiprobabilité, on déduit |Px—g (Y =0) = 1|

(c) Les événements (X = k) pour k € [1,6] forment un systéme complet car le dé ne donne
qu’une valeur a la fois, et toujours un entier entre 1 et 6.

Alors la formule des probabilités totales donne : P(Y =0) = > P(X = k)P(x—x) (Y =0)

5072764

I
= ‘
o

3. Pour k € {1,2,3,4,5}, P(x—i)(Y = 1) =  (probabilité de faire Pile avec un lancer de pitce).
Et Pix—¢)(Y =1) = % = % car il y a deux issues favorables a I’événement « on obtient 1 fois Pile »
en deux lancers : (P, F) et (F, P).
Donc avec la formule des probabilités totales comme au 2.(c), on obtient :

PY=1)=5xgxgz+gxy= 1|

D’apres la formule des probabilités totales :

PY=2)=P(X=6n(Y=2)+P((X 7&6)P 2)) o
=P(X =6)Px-¢(Y =2) (s 7& 6, on ne anc_e qzl) une fois la piece !)
= P(X = 6)P(« faire deux fois P1le en deux lancers de piéce »)
— 1
24

4. LaloideY est donnéepar| V() ={0,1,2} et P(Y =0) =5, P(Y =1) =1 et P(Y =2) = |

E(Y)=0xg+1xg+2xqg5= T|

EY)=0x 4+12x14+2xL=0+1+1=2

Donc d’apres la formule de Konig, V(YV) = £ — 22 = =2 = 47
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