TSI 2.1 lycée Monge 2024-2025 DS n°2 - Corrigé

CORRIGE DU DS N°2

Correction 1.
L g7 ([24]) = [-4,-2] U [2,4] g~ ([-1;3]) = [3; 3] 9([-1,2]) =0, 2]
9([-1,3]) = 10,3], donc | g~ (g([-1,3])) = [-3,3]
97 '([=3,5]) = [=5,5] donc | g(g~'([-3,5])) = [0,5] |

2. (a) cours!

(b) Soit y dans f(A), montrons que y est dans f(B).
y € f(A) donc il existe x dans A tel que y = f(z).
x€Aet AC B donc x € B, donc f(z) € f(B).
Donc y € f(B).

On a donc bien ‘ f(A) C f(B) ‘

3. (a) cours!
(b) Soit x dans f~*(A), montrons que z € f~1(B).
z € f71(A) donc f(z) € A, et AC B donc f(z) € B.
Donc z € f~1(B).
On a bien montré que | f~*(A) C f~1(B)|

(c) On procede par double inclusion.

e Montrons que f~Y{(AN B) C f~YA)n f~YB).
Soit # € f~1(AN B), montrons que x € f~1(A)N f~1(B).
re f[~YANB) donc f(x) e AN B.
Donc f(z) € A donc z € f7'(A), et f(x) € B donc z € f~1(B).
Donc z € f~1(A) N f~4(B).
On vient de montrer que f~Y(ANB) C f~1(A) N f~4B).
e Montrons que f~'(A)N f~(B) C f~Y(AN B).
Soit z € f~1(A) N f~!(B), montrons que = € f~1(AN B).
re [~HA) N f1(B) donc x € f71(A) donc f(z) € A.
De méme, f(z) € B.
Ainsi, f(x) € AN B donc x € f~'(AN B).

Donc | f7Y(ANB) = f~YA)n f~4(B)|

Remarque, on peut aussi dans ce cas raisonner par équivalence :
re fY(ANB) <« f(zr) € ANB

< f(zr)e Aet f(x) e B

< ze f A etze fYB)

=z fTI(A)N (B
Donc | f7Y{ANB) = f~YA)n f~4B)|

4. (a) On note A’ = f(A), et on va donc montrer que A C f~1(A').
Soit # € A, montrons que x € f~}(A').
x € Adonc f(z) € f(A) soit f(z) € A'.
Or z est un antécédent de f(z), donc x € f~1(A’).
Ainsi, on a bien |A C f71(f(A))|

(b) Prenons x dans f~1(f(A)).
Alors f(z) € f(A), donc il existe 2’ € A tel que f(2') = f(x).
Or f est injective donc x = 2’ et donc = € A.
Ainsi, nous avons bien montré que si f est injective, f~1(f(A)) C A.
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Correction 2.

1. (a) lir%2x2—11x—|—5:2><9—33+5:—10<0
T—r

*x lim3—z=0
r—3

* m = —1<0doncsix < 3, alors 3 —x > 0 donc par quotient, | lim f(z) = —oc

et si z > 3, alors 3 — 2 < 0 donc lir?+ f(x) =+o0|.
T—r

1
(b) lim — = 4+ooet lim e* = +oo donc par composition, | lim er = +00|

z—0tT X X —+o00 20+
1
Et lim — = —co et lim e® =0 donc par composition, | lim er =0
z—0~ I X——o00 z—0~
2?(1+ %) a? 1+ 5
(c) h(@ = In(z) z5 3y oz X ln(x) x5 3 :
e(z -1+5-=) € -1+% -3
. In(x) x°
* lim =0et lim — = 0 par théoréme des croissances comparées, et lim — =0
z—+o0o0 et T—+o0 et T—+o0 T
(inverse)
In(x ¥ 3
donc lim ()—1+———:—1
x—>+ool e’ et e’
* lim 1+—=1
T—r+00 x
x
* lim — = 0 par croissances comparées.

rz—+oo et

Donc, par quotient et produit, | lim h(x) =0

T—~400

In(1+4+ L
(d) i(x) = (f) < }C

1 In(1+ X
lim — =0et lim g = 1 donc par composition, lim ———*
T——00 T X—=0 X Z——00 =

1
Or lim — = 0 donc par produit, | lim i(x) =0]|.

T——00 T——00

2. (@) Vz e R, -1 < cos(z) < 1donc 1> —cos(z) > —1 donc 3 > 2 — cos(x) > 1.
Ces trois nombres sont strictement positifs et la fonction inverse est décroissante sur |0, +o00],
donc |Vz € R, %<;<1.

= 2—cos(z)

(b) Pour z > —1, on a x + 1 > 0, donc d’apres le résultat précédent, on obtient £ < 2_‘1;1@).

r+1 . r+1
Or lim —— = +oo donc par comparaison, | lim ———— = +o0|.
g0 3 z—r+o0 2 — cos(x)

3. (a) 2z+4]< 3<:> —-3<2r+4<3

—7<2r < -1
<:>—%<x<—%
Donc | S = [, —1]
1 3 1 3
b < = - <0
(b) r+3 " 2z-1 r+3 2rx-—1

20 —1—-3(z+3)
Bl

<0

= erve-n S

—r—10<0<= —-10<2 et 243<0<«<=ar<-3 et 20r—1<0<= <

N
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1.

T —00 —10 -3 % 400
—x —10 + 0 — — —
r+3 — — 0 + +
2 —1 — — — 0 +
—x—10
(z+3)(2z—1) + 0 - || + || -

Donc | S = [—10; =3[ U]3; +oo] |

Correction 3.

Soient n et n’ dans Z, on suppose que h(n) = h(n’).
Alors 3n + 2 = 3n’ + 2 donc 3n = 3n’ et finalement n = n’.
Donc ‘ h est injective ‘

‘h n’est pas surjective‘ ceneffet, In4+2=0<=n = —% et —% ¢ 7 donc 0 n’a pas d’antécédent
par h.

i(l,1)=2—1=1eti(0,—-1) =0—(—1) =1 donc ‘z n’est pas injective ‘

Soit n dans Z, en posant (z,y) = (0,—n),on a (z,y) € Z? et i(z,y) = 22—y = 2x0—(—n) = n.
Donc n a un antécédent par <.

Donc ‘z est surjective ‘

Soit y dans [2, +o0[. On résout k(x) = y en cherchant x dans [—1, +00].

k(z) =y<= 2’ +2r+3=y<=22+22+ (3 —y) =0.
A=22—4x1xB—y)=4—12+4y=4(y —2).

y = 2 donc A > 0.

Siy =2, A =0 la seule solution pour z est 7% = —1 qui est bien dans [—1, +o00],
Siy > 2 alors A > 0 il y a deux racines réelles :

g, = VA2 V24(y_2):—1—\/y—2et To=—14+y —2.

On a 3 < —1 < 9, donc il y a bien une unique solution dans [—1, +o00[, ¢’est x = z.

(pour y =2, —1 + \/y — 2 = —1 donc la formule convient aussi pour cette valeur)
Donc | k est bijective, et k7! : [2,+00] —  [—1,+o0|

Y = —14+y—2

Correction 4.
flx)=2(2* —x)+ 3
=2(2? =2 x 32+ (
=2 — 12— 2x (L
— 2o

La forme canonique du polynéme est f(z) = 2(z — 3)? + 2.

D’apres la forme canonique, on part de la parabole

22, on la décale horizontalement de %, on l'étire

vers le haut (multiplication par 2), puis on la

3 décale vers le haut de g
g Le minimum est donc en x = % et y = %
f(0)=2x0"+-2x0+3=3.
1 Donc la courbe passe par le point d’abscisse 0 et
d’ordonnée 3.
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f(] - 0070]) = [3> +OO[

F3)=2x32—2x3+3=15 donc‘f([0,3]) = [3,15])\

f7H[0,+00[) =R

fle)=3<=22"-2r=0<=zx(r—1)=0<=zx=00uz=1.
Donc d’aprés la courbe | f~1(] — oo, 3[) =]0; 1[|

Correction 5.

Partie A : Etude d’une fonction g auxiliaire

1.

P(1)=3x13—1-2=0et P(—1) =3 x (=1)3+1—-2=—4.

P(1) # P(—1) donc ’ P n’est pas paire‘ et —P(1) # P(—1) donc ‘P n’est pas impaire ‘
P(1) =0 donc P est factorisable par x — 1.

Par division euclidienne ou identification des coefficients, on trouve P(x) = (x —1)(32%* 4 3x +2).
302 +3r+2: A=32-4x3x2=-15<0et a=3 >0, donc pour tout z € R, 32% +3x+2 > 0
donc P(x) est du signe de xz — 1, c’est-a-dire | P(x) < 0 pour < 1 et P(x) > 0 pour = > 1.

1 2_1 _9 49
gl(x):3x2_1—2><—:(3x )Xaj‘ 31, X W
X ! t _ x|

o g(1)=1"—1+3-2In(1) =3
o limite en 0 : lim 2° — 2+ 3 = 3 et lim —2In(x) = +00 donc par somme, lim g(z) = +oo.
z— I

e limite en +00 : g(x) = (1 — $2 + 3 _ an(ﬂc))
w1 L3 In(z) . ,
x lim 1—-—=+—=0et lim = 0 par croissances comparces,
T—r+00 x? a3 s too g3
1 3 1
donc hm 1——2+—3—2n(3) =1
T—+00 x €T T
* lim 2% = +o0
T—+00

Donc par produit, 1_1£1 g(x) = 4o0.

e Donc

z |0 1 +00
g’(x) - 0 x> 0, donc ¢'(x) est du signe de P(x)

9(2) \ /

’g n’est pas maJoree (sa hmlte en +oo est +00) et ‘elle est minorée par 3|

e 3 > 0 donc |pour tout x €]0; +oo[, g(x) > 0].

Partie B : Etude de la fonction f

1.

f=u+Lavecu(z) =z +1,v(z) =2 — 1+ In(z) et w(z) = 2>

* u est affine, définie et dérivable sur R

* v est une somme d’une fonction affine avec In donc définie et dérivable sur |0, +00]
* w est définie et dérivable sur R

* w(x)=0<=x=0

Donc | f est définie et dérivable sur |0, 00| |.

* lim In(x) = —o00, donc lim z — 1+ 1In(z) = —©
a0t 20+ x—1+In(x)
* lim x° =0 donc par quotient, lim — = = —©
z—0t z—0t z2
*22 >0
De plus, lim z + 1 =1, donc par somme, | lim f(z) = —o0
z—07F z—0t
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Donc |C; admet une asymptote verticale d’équation z = 0 |.

3. fl@) =z +141— 5+
* lim x4+ 1=4o0
T—+00 1 1
*xll){{loo P 0 (somme) donc par somme, | lim f(z) = 400

T—+00

* lim
xr—+00 Qj2
f@)—(z+1)=2—- 5+ () " Jonc d’aprés ce qui précede, | lim f(z) — (x4 1) = 0|,

z T—400

= 0 par le théoreme sur les croissances comparées

On peut en déduire qu’en +oo, la courbe de f et la droite d’équation y = x + 1 sont trés proches
(la droite est une asymptote oblique).

1
4. (a) Onav(z) =2 —14In(x), alors v'(z) =1+ =, et w(z) = 22, alors w'(z) = 2x et on utilise
T

! ’ /
(%) :U'LU’[;Q’U'LU‘
1+ 12)2? — (z — 1+ In(x))2
Done f/(a) = 14 L) = (@ - In@)2s
T
ot 4+ 2% + 1 — 22% + 22 — 2z 1In(x)
zt — 2% + 3z — 2z In(z)
3 —x+3—2In(z)
3

a3 |
On sait par A.3. que g(z) > 0 sur |0; +oo[, ainsi comme z® > 0 aussi sur ]0; +-o0o[, f'(x) > 0
sur son ensemble de définition. Donc | f est strictement croissante sur |0; +oof |

(b) Une équation est y = f/(1)(z — 1) + f(1).

FO) =2 =3et f1)=1+14+ 40 =91 09

’7' a pour équation y = 3z — 1 ‘
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