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CORRIGE DU DM N°7

Correction 1.

1. U et W sont orthogonaux si et seulement si ©W=0.
U0 =24 2%+ 2z + 4z = 2 + 62 + 2.
A=28=4xT7doncz; =-3+7Tetry=-3—+T.
Donc | les valeurs de x pour lesquelles U et W sont orthogonaux sont —3 + /7 et —3 — /7 |.

2. .7 =2 donc |aucune valeur de z ne peut faire que U et U soient orthogonaux |.

.. . ) —
3. 7 et ﬁ sont colinéaires si et seulement si 7 VAN E? =20.

202 —2x — 4
Or U AW = 4 — 2x
2—x

4—-—2r =0 2=2
2—r=0<4<=2x=2

et 2 est aussi solution de 222 — 22 + 4 = 0.
Donc |la seule valeur de x pour laquelle W et W sont colinéaires est 2|.

4. U, ¥ et W sont coplanaires si et seulement si det(, v, W) = 0.

det(W, 7, W) = ... = =22 + 22% + 3z + 2.
On note P ce polynome.
P(2)=...=0, donc (z — 2) divise P.

on pose la division euclidienne ou on procéde par identification des coefficients

P(z) = (x —2)(—22% — 2 — 1) or pour —2x? — 2z — 1, on trouve A < 0 donc P n’a qu’une racine
réelle c’est 2.

Donc 7, o et W sont coplanaires si et seulement si x = 2|

Correction 2.
1. e f([0;4]) est 'ensemble des images de 0, 1, 2 et 3 par I'application f.
f0) =2, f(1) =3, f(2) =4, f(3) =5 donc | f([0;4]) = [2;5]

o [71([—2;3]) est Pensemble des antécédents de —2, —1, 0, 1, 2 et 3 par f

f est a valeurs dans N donc —2 et —1 n’ont pas d’antécédent par f.
fn)=0<=n+2=0<«= n=—2 mais —2 n’est pas dans I'ensemble de définition de f donc
0 n’a pas non plus d’antécédent par f.

De méme pour 1.

f(n)=2<=n+2=2<=n=0,¢t f(n)=3<=n+2=3<=n=1.

Donc | f71([-2;3]) = {0; 1} |

©g(0)=0,9(1)=1-1=0,¢9(2)=2—1=1et g(3) =3—1=2donc |g([0;4]) = [0,2]|.

2. e Soient n et n’ dans N tels que f(n) = f(n').
Alorsn+2=n'+2 doncn =n'.
Donc ‘ f est injective ‘

Nous avons vu que 0 n’avait pas d’antécédent par f, donc ‘ f n’est pas surjective |.

e pour g :
g(0) =0 et g(1) = 0 donc ‘g n’est pas injective ‘

Soit y dans N, déterminons n dans N tel que g(n) = y.
y€Ndoncy+1lestdansNety+1>1,doncg(y+1)=(y+1)—1=uy.
Ainsi, en posant n =y + 1, on a g(n) = y.

Donc tout y de N a (au moins) un antécédent, donc ‘ g est surjective ‘
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3. fog(0) = f(g(0)) = F(0) = 2 et pour n > 1, fog(n) = f(g(n) = f(n—1) = (n—1)+2=n+1

2 sin=0
D‘mCfogm):{wrl sin>1

Pour tout nde N, go f(n) =g(n+2)=(n+2)—1(carn+2>1)donc|fog(n)=n+1|

Correction 3.
Soit y dans R\{—1}, on résout g(x) = y2en cherchant = dans R\{3}.
T+
3—2 7
< r+2=yB—z)carx #3
= ar+2=3y—yx
= r+yr=3y—2
= z(l+y)=3y—2

Pour z e R\{3} : g¢(z) =y <

== car —1
S y 7
On vérifie que la solution trouvée n’est pas égale a 3 : 3;:12 =3<=3y—2=3y+3<= —2=3ce

qui n’est pas vrai, donc la solution est bien différente de 3.

Donc, pour y # —1, 'équation g(x) = y a une unique solution dans R\{3}, donc tout réel différent
de —1 a un unique antécédent par l'application g.

Donc | g est une bijection et g7' : R\{—1} — R\{3}
3y — 2

Y

y+1

Correction 4.
e Montrons que f est injective : soient n et n’ dans N, on suppose que f(n) = f(n').
Alors n? = n'? et comme n et n’ sont positifs, cela implique que n = n'.
Donc ‘ f est injective ‘

f n’est pas surjective : 2 est un entier naturel mais il n’a pas d’antécédent par f car n?> = 2 n’a
pas de solution entiére (les seules solutions réelles sont —V/2 et \/5)
Donc ‘ f n’est pas surjective ‘

e g(1,2)=1—-2=—-1etg(2,3) =2—-3=—1=¢(1,2), donc ‘g n’est pas injective ‘
Montrons que g est surjective : soit z dans R, alors g(z,0) = z—0 = z donc (z,0) est un antécédent
de z par g.
Donc ‘g est surjective ‘

Correction 5.
o f(z) =1In(u(z)) avec u(x) = =223 — 922 — 3z + 4, polyndme défini et dérivable sur R.
In est définie et dérivable sur ]0, +oo.
Donc f est définie et dérivable pour tous les x tels que u(x) > 0. .
On cherche les racines de u pour pouvoir résoudre I'inéquation.
w(—1) = —2x (=1 =9 x (—1)2 =3 x (=1)+4=2—-9+3+4=0.
Donc on peut diviser v par x + 1.
par division euclidienne ou identification des coefficients, on trouve : u(z) = (z+1)(—22*—Tz+4).
On étudie =222 —Tx +4: A =81,z =—4detzy =3, et a=—1<0.
On en déduit :

x —00 —4 -1 % +00
r+1 — y — 0 + |+
—22% — T+ 4 — 0 + | + 0 -
u(x) + 0 — 0 + 0 -
Donc | f est définie et dérivable sur | — co, —4[U] — 1, 1]
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e g(z) = \Ju(x) avec u(z) = (x + 1)(z + 3).
u est un produit de fonctions affines, défini et dérivable sur R, et la fonction racine carrée est
définie sur [0, +o00[ et dérivable sur |0, 4+o00].

Or
x —00 -1 3 +00
z+1 — 0 + |+
r—3 — | - 0+
(x+1)(z —3) + 0 - 0 4+
Donc | D, =] — 00, —1] U [3, +00[ et g est dérivable sur | — oo, —1[U]3, 4+-o00[|.

o h(z) =u(x) x " avec u(z) = .

* u est une fraction rationnelle, et 22 — 2 # 0 <=z # —/2 et x # /2.
Donc u est définie et dérivable sur R\{—+v/2; v/2}.
* La fonction exponentielle est définie et dérivable sur R.

Donc | h est définie et dérivable sur R\{—+/2;v/2} |.

Correction 6. réponses

() = 52* + 322 + 20z K (x) = (202 + 2 + 2)e2 1
(522 + 1) 0() = 50

g (z) = gig j_0§<5 — 3x) sin®(5 — 3x) (z + 8)\/(93 +8)(3z — 1)

Wiz) = 3zt —x

Correction 7.

(@ *+2r—1>1<= —22+2x —2>0
Pour —22+2x —2: A=4—-8<0ora=—1 < 0donc le polynéme —z2 4 2z — 2 est toujours

strictement négatif donc .

2c41 1oy 20l 1
(b) z+1 g 2x+1 z+1 2z+1 g 0

(2z4+1)(2z+1)—(z+1)
(2z+1)(z+1) <0

T 42 +dz+1—x—1
(2z+1)(z+1) <0

T 4243z
(2z+1)(z+1) <0

x(4z+3)
= Gornesn S0

<~

Les fonctions affines sont toutes croissantes, donc sur les 4 lignes, nous aurons « —0-+ ».

T —00 -1 —i —% 0 +00
x — - — - 0 +
4o + 3 — - 0 + + + dr+3=0<=4dr=-3<=r=—
20 + 1 — — - 0 + + 204+ 1=0«—=2r=—-1<—ax=—
z+1 - 0 + + + + r+1=0<=ax=-1
z(4z+3)
Donc |§ =] —1,-3]U] — 3,0]|
() l+a>le=mlta -0 2=l >

Pour le polynéme 22 + 2 — 1 :
A:1—|—4:5doncazl:%\/get@:’l%‘/g,eta:1>0donc «+0 — 0+ ».

x —00 _1%\/5 0 _1%\/5 +00
’+x—1 + 0 -] - 0 +

x — | - 0 + \ +
ate -1 - 0 + | - 0 +

Donc |S§ = {_1_‘/5,0[ U [_1%‘/5,—1—00[.

[N UV
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z  z+8 16 z(z+2)—(z+8)(z—2) 16
(d) z—2 z+2 < x2—4 (z—2)(z+2) x2—4 <0
x2+2m—(x2_;28f4—2x—16)—16 <0

[y

—4
— =5 <0

Orz?—4<0<= 1’ <d<— 2<zx<2.

Donc
x —00 -2 0 2 +00
—4x + | + 0 - | =
x? —4 + 0 - | = 0 +
Donc | S =] — 2;0]U 2, +o0]|.

Correction 8.
f(x) =z(4z —7)

g(x) = x<(3x +4)— (=22 + 5)) =z(3r+4+22-5)= g5z —1)

h : on peut calculer A..., ou alors h(l)=—-1-34+4=0
Or le produit des deux racines vaut £ = —4 donc I'autre racine est —4.

Donc |h(z) = —(z — 1)(x +4) |

i(z) = 2x(2? — 82 — 1).

k(z) = (22) =2x 1 x 22+ 1> = (22 —1)?

0(z) = (22 — 1) (x + (322 — 7)) — -1+ —T)

Et pour 322+ 2 —-7: A=1—-4x (=7) x 3 =285 donc x; = _1_6
Donc | {(z) =32z — 1)(x + 1+%/%)(x + 1—%/%)

m(z) =T7(2* =22 —-3): A=(-2)?—4x (—=3)=16donc z; = 52 = —let zp = 24 =3
Donc |m(z) = 7(x + 1)(x — 3) |

B

et Ty =

n(z) = (22)° = 3> = (22 — 3)(2z + 3)

Correction 9.
2 2
s TP =7 = (%) + (%) =45 +4=1donc ||| =1.
* De méme, H7H2 141l =1donc||?] =1

* UV = —2 — % X % =0 donc ¥ et sont orthogonaux.

1 1
*det(77) ‘f V2= L x
Vi V3

= x5~ (= 7) =1 > 0 donc 'angle orienté (W, ¥) est entre

%\

0 et m.
Donc | (@, @) est une base orthonormée directe |

ﬁﬁ—Bxl —2x L =
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Et37—3xf+2xf f

1
Donc |les coordonnées de @ dans la base (o, ¥) sont (‘?) :

S

Correction 10.
e cos?(z) — sin?(z) = sin(4r) <= cos(2r) = sin(4x)

<= cos(2x) = cos(§ — 4x)
<:>3kEZ,2x—5—4x—|—2k7rou2x——f—|—4x—|—2k7r
<= dk € Z,6x =75 +2kmou —2x=—75+2km

<z>3k€Z,xz%+k§oux:§—k7r
Donc (S = {5+, kez}u{s—kr kez}|
On pouvait aussi procéder ainsi :
cos?(x) — sin?(z) = sin(4z) <= cos(2z) = 2sin(2x) cos(2z)

<= cos(2z)(1 — 2sin(2z)) =0 @

<= cos(2z) =0 ou 1 —2sin(2z) =0

} Vi—1+4 +5+3
2 4 8
V5+3
|

Or

£ € [0, 5] donc cos(§) > 0 donc |cos(F) =

(b) (1+V5)2=1+2V5+5=6+2V5= 2(3+/5)|
(1+Vv5)? 145

Donc cos(%) =\~ =

16 4
54+3 H—+DH
2. cos*(Z) +sin*(Z) =1 donc sin*(¥) = 1 — \/_8+ = 8\/_'
Or sin(¥) > 0 car T € [0; 7).
. 5-5h
Donc |sin(%) = g |
3. cos(E) = cos(m — L) = —cos(Z) = _1+4\/5 et sin(F) = sin(r — I) =sin(f) = b _8\/5

Correction 12.
1. (@) Sim=0, (Fy):2>+2z+9=0.
A=22-4x1x9=4—-36=-32=(4/2i)>
pas de solution réelle, deux solutions complexes : —1 — 2v/2i et —1 + 21/2i
(b) Sim =4, (Ey): 2>+ 6z +9=0.

A=62—4x9=0: unesolution—g:—i%
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(c) Sim=5, (Es): 2>+ T2 +9=0.

A =7?—4x9=13: deux racines réelles | z;

_ —7—=V13 —7+v13
= 3 i

2

et To =

2. (@) Ap=(m+2)?2—4x1x9=m?>+4m+4—-36= m2 4+ 4m — 32

(b) A, est un polynéme du second degré en m : A =4? —4 x 1 x (—32) = 144 = 122

my = 7_42_12 = —8et my = 7_4;12 =4.

a=1>0donc|A,, >0 pour m €] — oo, —8[U]4, 400 et A,, <0 pour m €] — 84|

(c) Donc |pour m €] — oo, =8| U4, +00|, (E,,) a deux solutions réelles
pour m €| — 8,4, (E,,) a deux solutions complexes conjuguées
pour m = —8 et m = 4, (E,,) a une unique solution.

Correction 13.
e Montrons que g o f est injective.
Soient = et 2’ dans F, on suppose que g o f(z) = go f(2).
Alors g(f(x)) = g(f(2").
Or g est injective, donc f(x) = f(2').
Or f est injective, donc x = 2.
Donc g o f est injective.
e Montrons que g o f est surjective.
Soit y dans GG, montrons qu’il existe z dans E tel que go f(z) = y.
g est surjective donc il existe z dans F tel que g(z) = y.
Et f est surjective donc il existe = dans E tel que f(z) = z.
Alors o f(x) = g(f(x)) = () = .
Donc z est bien un antécédent de y par go f.
Donc g o f est surjective.

Donc ‘g o f est bijective ‘

Soit y dans G, on note x = (g o f)~!(y), alors z est I'antécédent de y par g o f, autrement dit
go f(z) =y, soit g(f(z)) =y.

Done g~ (g(f(2))) = g~ (y).

Or g~ '(g(f(2))) = f(z), done f(z) = g~*(y), donc f~'(f(x)) = f (g~ (y)) soit z = f~ (g7 ((y)))-
On a donc pour tout y de G, (go f)"*(y) = fLog (y), donc|(go f) = flog™|

Correction 14.
AAB = (A\B) U (B\A)
= (AN B)U (BN A) définition de \

=(ANB)U B) N ((A N B) UA) on a distribué le (AN B)
(AUB)N (BU B)> A <(A UA) N (BUA)) dans chaque grande parentheése, on a dis-

tribué le terme de droite

(AUB)NE) N (Em(AuB))
= (AU B) N (A U B>
= (AU B) N (AN B) regle sur les complémentaires et intersection et réunion
= (AU B)\(A N B) définition de \
On a donc bien | AAB = (AU B)\(AN B)|
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