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CORRIGE DU CONCOURS BLANC

Correction 1. Inspiré de CCP 2014 TSI
Partie A.
I. 1. Soient u et v dans R?, et \ dans R.
On note u = (x,y) et v = (2/, ).
Alors f(u+ M) = f((:l: + A’y + )\y’))
= (4x+ ') =6y +Ny), v+ X' — (y + )\g/))
= (4x + 4z’ — 6y — 6y, x+/\:v'—y—)\y'>
= (42 — 6y, 7 — y) + (4Xa' — 6/, A2’ — \y/)
dr — 6y, x —y) + )\(4:c’ — 6y, 2" — )
= f(u) +Af(v)

Donc ’ f est linéaire ‘

2. a fa)=(4x2-6x3,2-3)= (=10, —1)
Les deux vecteurs a et f(a) ne sont pas colinéaires, donc ils forment une famille libre.
Et dim(R?) = 2, donc | (a, f(a)) est une base de R?|.

b. Donc d’apres la définition de 1’énoncé, ‘ f est cyclique ‘

3. f2(a) = f(f(a) = F((=10,=1)) = (4 x (=10) =6 x (=1), =10+ 1) = (=34, -9)
On cherche a et (3 tels que (=34, —9) = aa + Sf(a)

Or aa+ Bf(a) = 2a — 108, 3a — )
Donc (—34,—9) = aa+ ff(a <:>{ 3 105_
(67 B —]_7 L1<—%L1
<:>{3a 5
T
B—42 Lo+ Ly —3L,
Donc =% =3eta=—-17T+5x3=-2.

Les coordonnees de f?(a) dans la base (a, f(a)) sont (—2,3).

4, ‘L’application identité n’est pas cyclique ‘, car pour tout u de R?, Id(u) = u, et la famille

(u,u) n’est pas libre.

20 =0
I. 1. (2,9, 2) € Ker(g) <= (22,4y — 62,y — z) = (0,0,0) <= ¢ 4y —62 =10
y—z=0

D’apres L1, x = 0 et d’apres L3, y = z donc dans Lo, —22z = 0 donc z = 0 et donc y = 0.
Donc Ker(g) = {(0,0,0)}, donc g est injective.
Or g est un endomorphisme et dim(RR?) est finie, donc | g est un automorphisme de R?|.

2. Yo e R3, ¢*(v) — 3g(v) + 20 =10
Donc pour tout v de R3, il existe une combinaison linéaire de g?(v), g(v) et v qui soit égale
au vecteur nul avec des coefficients pas nuls, donc la famille est liée, donc elle ne peut pas
former de base.
Donc ’ g n’est pas cyclique ‘

1/6



TSI 3.2 & 2.1 Iycée Monge 2024-2025 CB - Corrigé

Partie B.

I. 1. a. 1 est constant donc f(l)—l—l—ﬂ. Et f(X)—X—l—l—X—E
fXH=(X+1)2-X?=X242X+1-X%= 92X +1

1

b. Soit k € [1,n — 1], (X + 1)* fj( )X’lk z:i(@)){i: (:>X’“+ki:<l:>)(

. =0 \'/ N i=0
Or <k> =1, donc (X + 1)F — Xk =>" <,>X1.
i=0 \?

k
(k; - 1) # 0 donc | §(X*) est exactement de degré k — 1.

2. deg(f(X”_l)) = n—2, et donc deg<f (f(X"‘l))> = n—3 c’est-a-dire deg(fz(X”_l)) =n—3.

Par récurrence finie, on peut montrer que Vk € [1,n — 1], deg(f"“(X”_l)) =n—1-—k.
Donc les degrés de (X1 f(X™ 1), f2(X"Y), ..., f71(X™ 1)) sont échelonnés, donc cette
famille est libre.

Or elle contient n — 1 4 1 soit n vecteurs, et dim(R,,_1[X]) = n donc cette famille est une
base de R,,_1[X].

Donc ’ f est cyclique ‘

Il. 1. Si P est un polynéme non constant, alors son degré est supérieur ou égal a 1, donc d’apres
la question 1.2.; deg(f(P)) = deg(P) —1 > 0 donc P ¢ Ker(f).
Donc Ker(f) C Ro[X].
De plus, d’apres I.1.a. 1 € Ker(f) donc Vect (1) C Ker(f) (car Ker(f) est un espace
vectoriel) et donc Ry[X] C Ker(f).

Donc | Ker(f) est I'ensemble des polynémes constants |.

2. VP € R,,1[X], si P n’est pas constant, alors deg(f(P)) = deg(P) —1 < n — 2.
Et si P est constant, f(P) = 0.
Donc VP € R,,_1[X], deg(f(P)) < n — 2.
Donc |Im(f) C R,,—2[X]|.

3. D’apres le théoreme du rang, dim(R,,_1[X]) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))
Donc n =1+ dim(Im (f)) soit dim(Im(f)) =n — 1.
Or Im(f) C R,—2[X] et dim(R,,_2[X]) =n — 1.
Donc | Im(f) = R, _o[X] |

Correction 2.
Partie A.

1. Y, désigne le numéro de la case sur laquelle se trouve la puce au bout de 2 sauts.
Il y a 4 issues possibles pour ces 2 sauts :
e G;NGycequidonne Yo=—-1—1=-2
e G1N Dy cequidonne Yo=—-14+1=0
e DiNGyalorsYo =1—1=0
e DiNDyalorsYo=14+1=2
On en déduit Y3(2) = {—2;0;2}.
P(Y; = =2) = P(G1 N Gy) = P(G1) x P(Gy) car les différents sauts sont indépendants.
Donc P(Yo=-2)=1x1=1
Et P(Y; =0) = P(G1NDy)+P(D;NG3) (car la réunion est disjointe) donc comme précédemment,
P(Y,=0)=1+

1
1 T3

1
5
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Et P(Y; =2) =P(D,ND,) =1

On peut résumer : P(yéyk_ ) _; g i
2.E(Y;)=-2x1+0x1+2x1=0

E((¥2)?) = ( 22 x1402x0+22x3=1doncV(X)=1-02=1

E(Yz) =0 et V(Y2) = § |

Partie B.

1. a. La puce répete n fois la méme épreuve : sauter. Les épreuves sont indépendantes les unes des
autres, et on appelle succes l'issue « la puce saute a droite », de probabilité %

X, compte le nombre de succes, donc | X,, suit la loi binomiale de parametres n et % .

b. | X,,(Q) = [0,n] |, et pour k dans X,,(Q),P(X,, =k) = <Z> (%)k (1 B %)n—k _ 1

2. Il y a X, sauts a droite donc la puce se déplace de X,, cases vers la droite, et il y a n — X, sauts
a gauche, donc la puce se déplace de (n — X,,) cases a gauche.

Donc Y, = X, — (n — X,,) = 2X, —

3. E(Y,) =2E(X,) —n=2xnx3—n=0
Et V(Y,) = 22V(X,) =4n x 1 x L =n.
E(Y,) =0et V(Y,) =n|

En moyenne, apres n sauts, la puce se retrouve au point de départ. ‘

Partie C.
1. ay = P(A;) = P(«a la seconde 1, la puce va a droite ») = E

2. Pour tout k dans [1,n — 1], d’apres la formule des probabilités totales :
P (A1) = P(AR)Pa, (Api1) + P(A) P (Aki1)
P4, (Axt1) est la probabilité que la puce aille & droite & la seconde k + 1 sachant qu’elle est déja
allée a droite a la seconde précédente, donc la probabilité est %
PTk(Ak+1) est la probabilité que la puce aille a droite a la seconde k + 1 sachant qu’elle est allée
a gauche a la seconde k, donc c’est %
Donc agp1 =ap X 2+ (1 —ay) X 3

2 1 1
= 30k + 3~ 30k

= 1 1
30k + 3

3. a. Vke [[l,n— 1]], bri1 = Qgiq —%

= ot 4}

=t -

St
3V

b. (by) est donc géométrique de raison 3,

donc Vk € [1,n], by = 5ixb1 = v (a1 — ) = Lo o)

Donc ak:éx — —I—%
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4. Par définition, | Z,(Q2) ={—1;1}|et P(Zy =1) = P(A4;) = a =

et donc P(Z,=-1)=1-P(Z,=1) = %_%Xsk{l
E(Z)=1x(gxXgr+3) —1x(G—§gXg1) =2X § X g7 = !

5. Z; donne le déplacement a I'instant k£, donc en cumulant les déplacements a partir de la position
initiale (case 0), jusqu’au n-iéme, on obtient bien la position apres les n sauts.
Donc |V, = Zy+ Zo+ ...+ Zn |

Alors, par linéarité de I'espérance, E(Y,,) = Z (Zk) = Z

Co\l\:)
[S—
|
|
o | —

Correction 3. CCP 2019 : partie A identique, partie B adaptée au programme de TSI1.

Partie A. Etude d’une suite (un)neN.

1. up = Odt—w et uy = cos(t) dt = [sin(t)E =1-(-1)=2

_

2

171 3 1
Uy = _ECOS2( /_71—0—COS ) dt = 2{2Sin(2t)+t}2 :2(0+g_(0_g)):g_

2

M:’w\:i

3

Finalement |ug = m, u; = 2, us =

2 .

2. Pour tout n € N, Vt € [, 7], cos™(t) > 0.

Donc par positivité de I'intégrale sur le segment [—7, 7], ‘Vn eN, u, >0 ‘

Soit n € N, w41 —u, = /5 cos" T (t) — cos™(t) dt par linéarité de I'intégrale.

2
Or cos™*!(t) — cos™(t) = cos™(t) (cos(t) — 1) et comme précédemment, V¢ € [—3, 5], cos"(t) > 0
et cos(t) < 1 donc cos™(t) — cos™(t) < 0.
Ainsi, par positivité de U'intégrale, u, 1 — u, < 0.

Donc |la suite (u,),en est monotone (décroissante) |.

3. Soit n > 1, cos™"(t) = cos(t) cos™(t).
On procede a une intégration par parties avec f(t) = sin(t) et f'(t) = cos(t)
g(t) = cos™(t) et ¢'(t) = —nsin(t) cos™ 1 (t)

. /_ * sin(t) x (- nsin(t) cos" (1)) dt

[ cos" T (t) dt = 0 + n/ (1 — cos?(t)) cos™ () dt

ME]
[EENE]

[ME]

Alors /_ cos(t) cos™(t) dt = [sin(t) cos"(t)}

(VB
NE

™

[NIE]

m\ﬁ

NE}

us

/ cos" T (t) dt = n/_ cos" 1 (t )dt—n/ cos" () dt
/

(n+1) / cos" T (t) dt = n
>

ol3o)y

w\:u

“‘D\om
m\:‘g‘

cos" 1(t) dt

w\a
SIE]

Donc |pour n > 1, (n+ 1)u,r1 = ny_1 |.

4. Soit n € N, alors n+1 > 1, donc d’apres la question précédente ((n+ 1)+ Dumsy+1 = (n+1)u,,
c’est-a-dire (n + 2)u,40 = (n + 1)u, donc v, = (n+ Duytyr = vy,

Donc |la suite (v,)nen est constante|.

Donc ‘Vn € N, v, = vy = lujug = 2w ‘

5. La suite (u,) est décroissante, donc pour tout n de N, w41 < uy,.
De plus, u,, = 0 donc u,1u, < uyu, donc v, < (n+ 1) 2
Et par le méme principe avec u,11 = 0, v, > (n+ 1)uZ, .

Or Vn € N, v, = 27 donc | (n + 1)uz,, < 27 < (n+ 1)u? pour tout n € N|.
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6. e vn >0, 21 < (n

+ 1)u? donc u? Z & +1)27r et la racine carrée est croissante donc /u? ’/nQJ: .

Or w, > 0 donc y/u2 —un donc u,, > ./f—fl.

e pour tout n > 1,

arguments qu’au dessus, Up < \/Z

n—12>0donc (n—1+1)u?_, ; <27 cest-a-dire nu? < 27 donc avec les

n

Ainsi, |Vn >

2
+1< "g\/f'

[ 2w
7. Ainsi, ¥n > 1, Y24

n Up,
\/ﬁ \/ﬁ < Ddone /725 < A= < L.

u
Orn+1 ~ ndonc lim = 1 donc par le théoréme des gendarmes, lim —= = 1
) n—+oo \| M + 1 n—+oco /2w
n
) 2m
autrement dit |u,, ~ )
+o00 n
Partie B. Etude d’une somme.

1. Vte [-%,2] et Vo €] — 1, 1[, cos(t)z # 1 et cos®(t)a* = (z cos(t))",

n—1

donc | Y~ cos®(t)z" =

k=0

1 — (zcos(t))"
1 — x cos(t)

1 us
[(/2 cos®(t) dt) xkl
k=0 k=0 3
n—1
k

1 t
= / ——dt — 2" / ’ L() dt par linéarité de I'intégrale
-z 1 —xcos(t) -z 1 —xcos(t)

n—1 us
dt 2 cos™(t) dt
Done pu ot £ €1 1,11, 5 et = [ I 7o L]
onc | pour tout = €| Zuk:p -y x I pae—r
z\meN/ Mdt</2 m(t)dt:/z [cos"(®)]
z 1 — xcos(t) ~z |1 —zcos(t) —z |1 —zcos(t)|
2 (T 2 1
Or Vvt € [-7, 5], [cos™(t)| < 1 donc /2 _cos™(t) dt| < [ ° dt.
-z 1 —xcos(t) ~z |1 — zcos(t)|
3 "t 3 1
Alors, pour tout x de | — 1, 1], x”/ _cos"t) dt| < |=|" dt,
-2 1 —xcos(t) —z |1 — z cos(t)]

or lim |z|" =0 car
n—-+00

m(t) dt
0 < |z| < 1, donc par le théoreme des gendarmes, lim z" / : w _

z 1 —xcos(t)

donc | lim S,(x)

n—-+o0o

_/’2’ dt
- Jez 1 —xcos(t) |

_ sin?(a) __ cos?(a)+sin?(a) __ 1
3. (a) 1 +tan ( ) L+ cos?(a) cos?(a) " cos?(a)
(b) cos(t) =1 — 2sin? (%) =1 — 2u?cos® (%) =1—2u? 1+u2 = 1+ﬁ;22“2 — };Z;
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(c) Pour le changement de variable proposé : u = tan (%)

tan (% <—§)) = tan(—7) = —1 et tan (1 X g) =1 donc uvade —1a 1.

Et tan’(z) = 1 + tan®(z) donc du = 5(1 + tan®*(§)) dt donc dt = 21 du.
Et on utilise aussi cos(t) = }152
1 1 2 2 1 2
Alnsi, 5(z) :/1 1—m1+“§ 1—i—u2 ~ ) 1+u2—:c(1—u2) du:/_11—:1:—|—(1—|—x)u2 du.
1 2
(d) S@) =/ o= du
On sait que z €] — 1,1[, donc 1=£ > 0 on peut poser v = /1= v,
alors dv = if—i du

v varie entre —\/ﬁ—“” et ,/if2
—x 11—z

1+CL‘
2 1 1
Donc S(z / dv
1+cv

= 2 [arctan(v)} s car (1 —z),/12 =V1—zy/1+2
VA —2)(1+2) -/

2
= (arctan <2> — arctan ( — 2))
\/(1 _ ZL’)(l + :B) (1—z)(1+x) (1—z)(14-x)

4 arctan <1—32:1+a:>
Sle) = Ja- x)((l +)(x) |

(car arctan est impaire)
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