TSI 2.1 Iycée Monge 2024-2025 Fonctions 7 - Cours

LIMITES.

l. Limites, définitions et propriétés

1) Voisinages
<]) Vocabulaire :
o Si I =]2;+00], 2 et +00 sont les extrémités de I ou les bords.
e Soit f une fonction définie sur un intervalle I a valeurs dans R. Soit ¢ un élément de I ou une extrémité
de I. On dit que f vérifie une propriété sur un voisinage de a lorsque cette propriété est vraie sur un
intervalle de la forme I NV avec :

— lorsque a est un réel : V = [a — d§;a + 6] avec 6 > 0 —
— lorsque a = —00 : V =] — 00, (] ? S
— lorsque a = +o00 : V = [C; 00| CZ

Remarque : la notion de voisinage (notamment voisinage de +00) est a rapprocher de « & partir d’un certain
rang » pour les suites.

Exemples :
e La fonction f définie sur I =]0; 400 par f(x) = % — 0,1 est négative au voisinage de +ooc.

B effet, ..o

e La fonction In est positive au voisinage de 2.

e La fonction g définie sur R par g(z) = 22 — 1 est supérieure & 10 au voisinage de —oo.

B eff et o .o

2) Limite finie
Définition.
Soient f une fonction définie sur un intervalle I, et a dans I ou un bord de I.
Et soit £ un nombre réel.
On dit que f admet ¢ pour limite en a lorsque pour tout ¢ strictement positif, | f(z) — ¢| < & sur un

voisinage de a. Autrement dit :

*x siaestunréel : Ve >0, 30, >0,V €I, [v—a| <o = |f(z)— ¢ <e.
xsiaest —oo: Ve >0,3C. eR, Vo el, x <C. = |f(zx)— (| <e.
K SL @ BSE 00 I
On note alors %l_I)I’(lz f(z) =/ ou f(x) = L.
Interprétation graphique :
lim f(x)=1¢:
r—a (=) lim f(z)=1¢:

A r——+00

\

- ¥

Une marge ¢ étant fixée autour de ¢, on a pu

tzouvelzs 0c pour q'ltle(i lorslquE xc‘fSt ezltrega B % C. tel que, lorsque z est supérieur a C., f(x)
et a + J;, f(z) soit dans la bande entre £ —¢ e soit dans la bande entre ¢ — ¢ et £ + €.

¢+ ¢ (pas dans la zone barrée). 1/6

Une marge € est fixée, on a pu placer un nombre
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On observe dans le cas ou = tend vers +o0o que la droite horizontale de hauteur £ est tres proche de la courbe
lorsque z est tres grand :

Définition.
Lorsque liril f(x) = £, la droite horizontale d’équation y = /¢ est dite asymptote d la courbe
T—r+00

représentative de f en +oo.

1

Exemple de limite finie : soit f définie sur R* par f(z) = 2xsin (5), montrons que lir% f(z)=0.
T—

3) Limite infinie
Définition : la limite est +oc.
Soient f une fonction définie sur un intervalle I, et a dans I ou un bord de I.
On dit que f admet 400 pour limite en a lorsque pour tout réel A, f(z) > A sur un voisinage de a.
Autrement dit :
* ST @ eSt UM Tl 1 . o i .

*OSL GBSt 00 I i
K SL @ B8t 00 1 i

On note alors lim f(z) =400 ou f(x) — oo

Définition : la limite est —oc.
Soient f une fonction définie sur un intervalle I, et a dans I ou un bord de I.

On dit la limite de f en a est —oo lorsque pour tout réel A, f(z) < A sur un voisinage de a.

Autrement dit :
* S @ @St UI TCL 1 oo

* Sl @ St 00 I i
*SL @ St 00 1 i

On note alors lim f(x) = —oc0 ou f(zr) — —o0

Interprétation graphique :

A T—-+00

lim f(x) = +o0 \Q

afogaa+()A \ 3 \

Le seuil de hauteur A étant fixé, on a pu trouver

un réel Cy4 tel que lorsque x est plus grand que

lon veut), on a pu trouver un petit intervalle ‘
autour de a pour lequel toutes les valeurs de Ca, les valeurs de f(z) sont plus petites que le
seuil C.

f(z) sont au dessus du seuil. 2/6

Le seuil de hauteur A étant fixé (aussi haut que
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Définition.
Lorsque li_r)n f(x) = 400 ou —o0, la droite verticale d’équation x = a est dite asymptote a la courbe
X a

représentative de f.

4) Limite a gauche, a droite, continuité
Définition.
Soit f une fonction définie sur I et a un point de I ou une extrémité de I (mais ni +00 ni —oo).
e On dit que f admet une limite d gauche en a si la restriction de f & IN]— o0o; a] admet une limite
en a. Cette limite est alors notée lim f(z)ou lim f(x).
T—a~ T—a

z<a

e On dit que f admet une limite a droite en a si ......... .. ..

:@i Remarque : Si lim f(z) =0, alors lim f(z) = lim f(z) =b. (b étant un nombre fini, ou +00 ou —o0)
- g ~ T—a z—at T—a—

Exemples :

O LI — =
rz—0t T

Définition.
Soient a un réel et I un intervalle ouvert contenant a.

f est une fonction définie sur une réunion d’intervalles I'\{a}.

b étant un réel ou +00 ou —oo, on dit que f admet pour limite b en a lorsque lim f(z) = lim+ f(z)=0.
Tr—a~ T—a

Propriété et définition.
Soit f définie sur I et a € 1.

e si a est la borne supérieure de I (autrement dit I =| - ,a] ou [-,a] ) :
{ lim f(z)=1¢
T—a~ .
fla) =1

e si a est la borne inférieure de I (autrement dit I = [a, -] ou [a, - [ ) :

{ lim_ fz)=1¢

%gr}lf(x) =l <=

lim f(z) ={ <

i, () -
lim f(x) = ¢
o, r—a—
_:@:_ e si a n’est pas au bord de I : lim flz) == lim+ fl@)=10.
- (autrement dit a & lintérieur de I) ??;) .y

On dit que f est continue en a si elle admet une limite finie en a,

autrement dit si lim f(z) = lim f(z) = f(a).
x—a~ z—at

Remarque : dans le cas ou la fonction est continue, la limite en a est nécessairement f(a).

Exemples :
e La fonction partie entiére n’est pas continue €n 2 (CAT ..........ouinin ittt

e La fonction valeur absolue ...

(plus de détails sur la continuité dans un prochain chapitre Fonctions 8 - Continuité)

3/6
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5) Propriétés des limites

Propriété.
e Si f admet une limite en a, alors cette limite est unique. (unicité de la limite)
e Si f a une limite finie en «a, alors f est bornée au voisinage de a.
e Si f et g sont deux fonctions telles que f(z) < g(z) au voisinage de a et telles que %13% f(x)="Vet

h_r)n g(z) =1, alors £ < ¢’ (propriété dite du « passage a la limite »).
X a

Il. Déterminer les limites

1) Opérations

Les regles d’opérations sur les limites ont été déja vues dans le chapitre Calcul 5 - Limites : d revoir !

Rappel des formes indéterminées : .......... ... ... .

Rappel de la régle de I'inverse « avec 0 en bas» :

L . . . . 1
@: lorsque ;1_r>r(11 f(z)=0: %si f(x) > 0 au voisinage de a, alors %1_r)rl11 m = +00
1
* si f(z) < 0 au voisinage de a, alors lim T = —00
22 —3r+1
E le: lim ——F-—+—7
remple : ity Ly
Composition de deux fonctions :
Théoréme.
v
2> u(z) —> v(u()) lim u(e) = £,
: r—a . .
X — v(X) Si )}in% W(X) = b alors %ﬂu(u(m)) = )}1;1’%1 v(X) = Lo.
—€1

1
Exemple : lim /—+27

xr——+00 x€X

Composition d’une suite par une fonction :
Propriété.
Si (up) a pour limite a et si lim f(z) = ¢, alors (f(uy)) a pour limite £.
r—a

En particulier si (u,) converge vers a et que f est continue en a, alors (f(u,)) converge vers f(a).

Utilisations :
e cas des suites récurrentes u,41 = f(uy,) (comme vu dans le chapitre Suites 2) : si (uy) converge vers a
et f continue, on peut montrer que a = f(a) ce qui permet de trouver a.
@:_ e pour montrer qu’une fonction n’a pas de limite : par exemple, cosinus n’a pas de limite en +oo
. *x (2n7) et (2nm + 7) ont toutes deux pour limite +oo
* cos(2nm) a pour limite 1 et cos(2nm + ) a pour limite —1.
(voir un autre exemple d’utilisation dans l’exercice 2.).

4/6
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2) Limite par comparaison

On rappelle les théorémes suivants (déja vus pour les fonctions, et revus adaptés aux suites)

Théoréeme d’encadrement (ou des gendarmes).
isi : f(x) < g(z) < h(z).

Théoreme de limite par comparaison.

f, g et h trois fonctions définies sur un méme intervalle I, avec au voisinage de a : f(x)

On SUPPOSE QUE vt ettt et e e e

f et g sont définies sur un méme intervalle I, et au voisinage de a, f(x) <
* si lim f(x) = 400, alors

* si lim g(z) = —o0, alors
ac—mg( ) ’

3) Cas d’une fonction monotone

La encore, une analogie tres forte avec le théoreme de la limite monotone pour une suite.

Théoreme de la limite monotone.

Soit un intervalle I =]a,b[, a et b pouvant étre réels ou infinis.

e si f est croissante sur [ :

e si f est décroissante sur [ :

%%f(x):{

lim f(z) =

r—b

lim f(x si f n’est pas minorée

a—a mf{ f(z),x € I} si f est minorée a

lim f(z si f n’est pas majorée

z—b sup{ f(x),x € I} sif est majorée f;n ;ﬂ%lrsggréiensgg L‘i{&fgg

1. Comparaison de fonctions

Ay

q/él)\

@

suites.

1) relations de comparaison

Définition.

Soient f et g des fonctions définies sur I, soit a dans I ou une extrémité de I.
On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement en a).

o f est dominée par g au voisinage de a si

On note

e f est négligeable devant g au voisinage de a lorsque

On note

Il s’agit ici d’étendre aux fonctions les notions de négligeabilité, domination et équivalence, vues sur les

Pour les fonctions, impérativement préciser z — ...

Deux fonctions équivalentes au voisinage de a ont la méme limite en a.

Exemples : e 2 = o(z?) car
T—+00 z—0

5/6
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2) comparaisons usuelles

puissances, polynomes, fraction rationnelle :

e Pour tous réels avet f |avec a < f: 2® = o(zf) et 27 = o(z))|
T—+00 z—0

e En oco : un polynéme est équivalent a son terme de plus haut degré.

_: @:_ e En oo : une fraction rationnelle est équivalente au quotient des termes de plus haut degré du
- numérateur et du dénominateur.

e En 0 : un polyndéme est équivalent a son terme de plus bas degré, et une fraction rationnelle est
équivalente au quotient des termes de plus bas degrés.

fonctions usuelles : (avec a € R¥)

T~ - In(1 ~ . Qo ~ . ~ . _1N_ﬁ.1 a_ 1 ~
e T n(l+x) T sin(x) T tan(z) T cos(x) T (1+ ) O

croissances comparées : «, 5 et v des réels strictement positifs.
Au voisinage de 400 : |(In(z))* = o(z®) et 2 = o(e®) et (In(z)® = o(e?)|

r—r-+00 r—r-+00 r—r—+00

Au voisinage de 0 : | (In(x))* =,° (%ﬁ) . (autrement dit lim z°(In(z))® = 0)

T— z—0
Au voisinage de —o0 : |7 = o )| (autrement dit lim e'*z® =0)
T—>—00 z T——00

3) équivalences, négligeabilité et opérations

Dans ce paragraphe, toutes les fonctions sont définies sur un méme intervalle I, et on suppose que a est un
nombre de I ou un bord de I.

On suppose également que les fonctions ne s’annulent pas au voisinage de a.

Alors

o [7@)—g(x) = olgw)) <= F~g| @ et 9(@) = o(f(@) = J+g ~ J| @

r—a

o [7(@) = olg(x) = V(. B) € (R, af(z) = 0 (Bg(x)| @

8
1

x) = o(h(x
{ f(x) ao((h((x)))) = f(z) +g(x) = o(h(z))| ®

—a

8
Al

a

. { heo et gi(z) = olga(z)) = filx) = o(fa(x))| @

Produit, quotient : figo — fiXxfo~vgiXgy et LB
4 . f2~ g2 ! 25 N X9 fa q 92|
a

o N - en particulier avec une constante :
En particulier fag‘:>f><ha9><h f1’:91<:>)\f1’av)\91

Puissance o avec o € R* : fzg:>fa r;go‘ .

(si @ non entier, il faut supposer de plus que f est a valeurs positives au voisinage de a)

Changement de variable : ici z est une fonction a valeurs dans [

lim z(z) =a

1) ~ gy — TC@) 3, 9@ ©

y—

1

=) en +oc.

Exemple de changement de variable : pour trouver un équivalent de sin(

6/6



