TSI 2.1 Iycée Monge 2024-2025 Calculs 4 - Cours

CALCULS DE LIMITES.

l. Introduction

Déterminer li_r>n f(z) revient a décrire le comportement de f(z) (axe des ordonnées) lorsque = (axe des
r—a

abscisses) « se rapproche » de a.

Par exemple, sur la courbe de la fonction f représentée ci-dessus, il semble que :

o lim f(a) =
° 1151_1 flx) = : la courbe de f devient infiniment proche de la droite d’équation y = 1.
T—r+00
) On dit que la droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale a la courbe en 4o00.
e f(z) n’a pas de limite en 2, mais lim f(z)=... et lim f(z)=....
T2~ z—2F
) On dit que la droite d’équation = = 2 est asymptote verticale & la courbe.

Il. Cas général
1) Rappel sur les limites de référence

Ces limites se déduisent de ’observation des courbes des fonctions de référence :

: T n _ : : n _ « la limite de =" lorsque x
* puissances n, avec n > 0 : xglfoox = +o00 et pour n pair, xll)l}loox =400 ) tond vers —oo est ooy
pour n impair, lim z" = —oo
T——00

. . : . 1 S

* inverses de puissances: lim — = lim — =0 et pour n pair, lim — = 400
x——+oo L z——o0 " z—0 ™"
pour n impair, lim — = +ooet lim — = —o0
z—0+ T z—0— L™
% racine carrée : lim vz = +o0
T—+00

* logarithme : lim In(z) = —oco et lim In(z) = 40
* exponentielle :  lim e*=0et lim e* = +o0

—_— -0 —+00
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2) Opérations sur les limites

Notations : . peut représenter un nombre fini ou 400 ou —oo
¢ et ¢’ sont des nombres finis
FI signifie « forme indéterminée »: c’est une situation ou il n’y a pas de réponse générale, il faut traiter au
cas par cas. Le résultat pourrait étre —oo ou +0o ou un nombre fini.

o Somme de deux fonctions

fonc-

1
u(m) T
1
—— = —00

u(z)

si BL““(CC) - ¢ +00 ~ | On traite la différence de deux
si lim v(x) = 0" | +o00 | —oo | +00 | —00 | —00 | tions de la méme facon, en utilisant le
alors ligl u(z) +v(x) = fait que u(z) —v(z) = u(z)+(-v(x)).
LT—>a
e Produit de deux fonctions
si lim u(z) = 14 L#£0 0 +oo
X .
si limo(x) = v +00 —00 +00 +oo
T
alors lim u(z) x v(x) =
. ; 3
Exemple : :L"EIEOO x” In(z)
e Inverse d’une fonction
si limu(z) = t+oo | £L#0 0 si de plus u(z) > 0 autour de ., alors lim
T ' T
alors lim u(z) = +00 ou —oo 17 | i de plus u(z) < 0 autour de ., alors lim
x .
Exemple : lim :
x—4 8 — 2x
e Quotient de deux fonctions
si ligl u(z) = l ¢+ 0 ou o0 l +o0
X .
. . _ /
si lim v(x) = U#0 0 +oo +o0
alors lim u(z) =
= v(x)

Méthode : pour étudier la limite d’un quotient dont le dénominateur tend vers 0, on étudie le signe du
dénominateur, éventuellement dans un tableau de signe.

Exemple : il_)nré 37— 6

2 —Tr+1
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o Composition

z = u(@) — vou(x) lim u(z) =4,
X =  vX) Si xl?rg o(X) =l alors %grav(u(m)) = /5.
X—l
. 1
Exemple : lim +4

Tr— 400 x2

I1l. Limites particuliéres

1) Taux d’accroissement

f(x) = f(a)

On verra par la suite que si f est dérivable en a, alors ligl = f'(a).
=a  x—a
Cela nous permet d’obtenir les limites particulieres suivantes :
e’ —1 In(1+=x sin(x
lim B e R T
z—0 X z—0 x z—0 X
. T . sin(z)
Exemples : lim ? lim ?
z—=01—e* z—=0 I

2) Croissances comparées

Théoreme des croissances comparées.

| n

/ x
_‘@’_ Pour n dans N*, lim — =0et lim z"e® =0.
- v ~ z—~+o0o et T——00
In(x
lim (z) =0et lim 2" In(z) = 0.
rz—+oo M z—0
Corollaires :
. In(x)
lim =...| en effet,
z—+oo e¥
xr
pour n dans N*, lim — = ...| en effet
T—+oo

3/6



TSI 2.1 Iycée Monge 2024-2025 Calculs 4 - Cours

Exemples :

o lim (224 z+1)e”?
T——00

e lim(z—1)ln(z—1) 7

r—1

IV. Lever les indéterminations

Les formes Indéterminéees SOt @ . ..ottt e
1) Changer la forme

a. Factoriser par le terme dominant

> @’_ e | pour une forme de type « oo — 0o »: factoriser par le terme « le plus puissant » (terme dominant).
-

Exemple : lim €% — 2?7
T—+00

> @i e |pour une forme de type « > »: factoriser numérateur et dénominateur par leur terme dominant
- (puis simplifier la fraction si c’est possible)

z? -1
Exemple : lim —— 7
z—+oo x + In(x)

e cas particuliers d’un polynéme ou fraction rationnelle en +00 ou —oo :

* la limite d’un polyndéme en +oo est celle de son terme de plus haut degré ;

* la limite d’une fraction rationnelle en +o00 est la méme que celle du quotient des termes de plus haut
degré du numérateur et dénominateur.

Exemples : lim 52° — 3z +1la+2=...

T—r—00

. 422+ 11z —6
lim
z5+oo 1204 — 323 4+ 22 — 4
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b. Forme conjuguée

Ny @i Pour les expressions de type y/a — v/b dont la limite est indéterminée, on peut utiliser la « forme
h . . s . _ _ Wa—vh(atvb) _ _a-b
conjuguée » \/a + Vb et une identité remarquable : Vva Vb = N = Jarvi

Exemple : lim vz +1—+x?
r—r+00

2) Encadrements, comparaison

Théoréme d’encadrement (ou des gendarmes).
f, g et h trois fonctions définies sur un méme intervalle I, avec pour tout = de I : f(x) < g(x) < h(z).
On suppose que liLn f(z) = liin h(z) = ¢, alors liLn glz)=1¢0.

Exemple : on veut déterminer lim zsin | — ).
z—0t x

Théoréeme de comparaison.

f et g sont définies sur R et pour tout x de R, f(z) < g(z) :
e si lim f(x) = 400, alors
e

o si }Clgl g(z) = —o0, alors

- N . g
o si lim fz)="1et lim g(x) =1, alors

Attention : dans le dernier @ méme si f(z) < g(x), alors £ < /',
sur le dessin ci-contre, f(z) < g(z), pourtant elles ont la méme limite

Exemple : f(x) = 22 + cos(w), quelle est sa limite en +oco ?
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V. Asymptotes

verticale horizontale
asymptote d’équation x = a : asymptote d’équation y = ¢ en —oo : xgrjloo flx) =1
lim_f(z) = +o0 en +00 : lim f(x)=1/¢
T—a r—~400
lim f(z) =400 %4 lim f(z) = -2 0
z—1— T——00
Jim f(z) = —oo Jim f(z) =
|
1
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